Elija una de las dos opciones propuestas, A o B. En cada pregunta se sefala la puntuacion maxima.

OPCION A

1. a) (2 puntos) Determine el rango de la matriz A siguiente, segtn los diferentes valores del parametro k.
k 0 k
A= (0 k+2 0 )
1 1 k+2

b) (7 punto) Determine la inversa de la matriz A anterior cuando k=1.

a)
k 0 k
[Al=10 k+2 0 |=ktk+2)(k+2)—k(k+2)=k(k+2)(k+2—-1)=Si|A|
1 1 k+2
k=0
=0=k(k+2)(k+1) =02k =—2
ke=-1
VkeR—{-2,—1,0}=|A|l # 0=>rang (4) =3
Sik=-2
-2 0 -2
A= 0 0 0 |=>rang(4) =2
1 1 0
Sik=-1
-1 0 -1 0 1 0 0 1 0
A= 0 1 0 |=(0 1 0]=|0 0 0]>rang(4) =2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sik=0
0 0 O
A=[0 2 0|=>rang(4)=2
1 1 2
b)

1
Sik=1=Al=1.(1+2)1+1)=6%0=2341=2 41 = —adj A' 2 A'= (o 3 1):adet

|A]
9 1 -3
=<O 2 0>$
-3 - 3

Wl RN =
N

=
N[—= O



2. a) (1 punto) Determine el valor de las constantes a y b para que los puntos siguientes estén alineados A (1,
1,2),B:(2,2,2)yC: (-1, a, b) y determine la recta que los contiene.

b) (0,5 puntos) Dados dos vectores i , y v’ calcule el vector: (i — ¥) x (i —¥) Donde el simbolo “x “
representa el producto vectorial.

a) Los vectores AB y AC son iguales o proporcionales

{ AB=(2,2,2)-(1,1,2=@1,1, 0 Li_ 1 _ o

AC=(-1,a,b)-(1,1,2)=(-2,a—1,b—2) -2 a1 b-2
Lol osg-1=-22a=-1

= -2 a-1

b) Como los vectores son iguales y el angulo que forman es 02 tenemos que

@-v) x@-v)= lu—-7v|.lu—7v|l.sen0=[u-7].[u-7[.0=0

3. a) (1,5 puntos) Un rectangulo tiene sus vértices en los puntos (0, 0), (a, 0),(0,b) y (a,b),dondea>0 y

b > 0y ademas el punto (a, b), esta situado en la curva de ecuacion: y = xiz +9

De entre todos los rectangulos que cumplen esas condiciones determine el rectangulo de area minima y calcule
dicha area minima.

b) (7 punto) Determine: [

1
9—x2

dx

c) (1,5 puntos) Determine el valor de la constante k para que se verifique que:

i x3+x2+kx+3
im =
-1 x3 —x?2—x+1

hb=_—149 ?SLS=0:

S=a.b 1 149a? 1+ 9a? dS 18a.a—(1+9a?) 9a%-1
1 $S=a.(;+9)=a. = >8'=—= =
a2

a? a da a? a?

1
9q%2 — 1 3a+1=0:3a=—1$a:—§$Nosolucién
=0=29a*-1=0=>Ba+1).Ba-1)=0=

a2
3a—1:0:a3a:1:aa:§

14

~) = = ——=>54> 0= Minimo
® =z

ds' 18a.a? —2a.(9a®?—-1) 18a? —18a?2+2 2 1 2 2
= —= = = — S” ( )
da a* ad ad

1 1 1
Sla=§$b= 12+9=T+9=9+9=18
(3) 9
b)
1 1 A B AQB-x)+B.(3+x)
— — dx=>9-x*=(3+x).(3- = = =
f9—x2 x= x G +x.( x)$9—x2 B+x).3—-x) 3+x+3—x B+x).3—x)
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Continuacion del Problema 3 de la opcion A

1
Six=3=A.3-3)+B.(3+3)=1=68=1=B=~
AB-x)+B.B+x)=1> =
Six=-32A4.[3-(-3)]+B.[3+(-3)]=1264A=1>4=-

1 1
1 6 , & fldlfld_l_lfldldu_l_l—dvll L 1 u
= = = - —_ —_— = - _— —_ —_— —_— = - —_
9—x2 3+4x 3-x Jo—x2 T8 34xYT6)3-x "6 uTe) v 6 "6 Ty
3+x=u=>dx=du
{3—x:u:—dx:dvzdx:—dv
f 1 d_113+x_163+x+K
92T "3 x " [3°«
c)
i 3 +x?2+kx+3 13+12+k.1+3 k+5 L+E =0k 5 Sl x3+x2-5x+3 0
= = = = = = —H = = —
PN —x2—x+41  1P—12-1+1 0 PG —x2—x+1 0
Utilizando L'Hopital
_—s =
I 3x2+2x—5 3.12421—-5 0 utilizando LHopital I 6x + 2 6.1+2 8 P bad K
= = = —= = = = —= = =
3% —2x—1 3.12-21-1_0 Nx—2x 61—2x 4 omprobaaco

=-5

4. Se dispone de dos cajas, la caja A contiene 3 bolas moradas y 2 bolas rojas; mientras que la caja B contiene
4 bolas moradas y 4 rojas.

a) (0,75 puntos) Se escoge una bola cualquiera de la caja Ay se pasa a la caja B. Posteriormente se saca una
bola de la caja B. 4, Cual es la probabilidad de que la bola extraida de la caja B sea morada?

b) (0,75 puntos) Ahora volvemos a la situacion original de las cajas; la A contiene 3 moradas y 2 rojas y la B
contiene 4 moradas y 4 rojas.

Seleccionamos una caja al azar y se saca una bola que resulta ser roja. ¢, Cual es la probabilidad de que esa
bola sea de la caja A?

a)
Se escoge una bola cualquiera de la caja Ay se pasa a la caja B. Posteriormente se saca una bola de la caja B.
¢ Cual es la probabilidad de que la bola extraida de la caja B sea morada?

Llamemos M1, R1, M2, y R2, a los sucesos siguientes, “tomar una bola morada de la caja A y ponerla en la caja
B", “tomar una bola roja de la caja A y ponerla en la caja B", "tomar una bola morada de la caja B cuando ya ha
sido modificada" y "tomar una bola roja de la caja B cuando ya ha sido modificada", respectivamente.

Datos del problema: p(M1) = 3/5 = 0°6; p(M2/M1) = 5/9, p(R1) = 2/5 = 0'46; p(M2/R1) = 4/9, ...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).



Por el teorema de la Probabilidad Total:

Me piden p(M2) = p(M1).p(M2/M1) + p(R1).p(M2/R1) = (0’6)-(5/9) + (0'4)-(4/9) = 23/45= 0°5111111.

b)

Ahora volvemos a la situacién original de las cajas; la A contiene 3 moradas y 2 rojas y la B contiene 4 moradas
y 4 rojas.

Seleccionamos una caja al azar y se saca una bola que resulta ser roja. ¢, Cual es la probabilidad de que esa
bola sea de la caja A?

Llamemos A, B, M, y R, a los sucesos siguientes, “elegir la caja A", “elegir la caja B", "tomar una bola morada"
y "tomar una bola roja ", respectivamente.

Datos del problema: p(A) = 1/2 = 0’5, p(R/A) = 2/5 = 0’4, p(R/B) = 4/8 = 0’5, ...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

Por el teorema de la Probabilidad Total:
Tenemos p(R) = p(A).p(R/A) + p(B).p(R/B) = (0'5)-(0’4) + (0’5)-(0’5) = 9/20 = 0’45.

Me piden p(A/R).
Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:

(AnR) _ p(A)p(R/A) _ (0'5)-(0'4)
p(R) 0'45 0'45

P(A/R) = i = 4/9 = 0°444444.




OPCION B

1. a) (1,5 puntos) El club deportivo Collarada esta formado por 60 deportistas de las siguientes disciplinas:
esqui alpino, esqui nérdico y escalada. Se sabe que hay 16 deportistas menos de esqui alpino que la suma de
los de esqui nordico y escalada. Ademas, el numero de deportistas de esqui alpino mas los de escalada es tres
veces el numero de deportistas de esqui nérdico. Calcula el numero de deportistas de cada disciplina.
a a+b a—c
2a 3a+2b 4a-—-2c
3a 6a+3b 10a-—3c

b) (1,5 puntos) Sabiendo que a = -2, calcule el valor del siguiente determinante:

a) Siendo A los deportistas de esqui alpino; N los de esqui ndrdico y E los de escalada

A=N+E+16 (A—N—E=16 /1 -1 -1|16\ /1 -1 —1]16 1 -1 —1] 16
A+E=3N —JA-3N+E=0-(1 =3 1lo])=[0o =2 2|-16)=(0 -2 2|-16)|->4E=128
A+N+E=60 W+N+E=60 M 1 1160/ o 2 2144 0 0 4128
28
E=227
TRy

—2.N+2.7=—16—>—2.N+14-=—16—>—2.N=—30—>N=—2=15—>A—15—7=16—>A—22=16—>A

=38
Solucién -» (A,N ,E) = (38,15,7)
b)
a a+b a—c a a+b a-c 4 2a 1 2
2a 3a+2b 4a-2c|=|0 a 2a | =a. |=a.a.a.| |=a3(7—6)=a3=(—2)3:—8
3a 7a 3 7
3a 6a+3b 10a-— 3c 0 3a 7a

2. a) (1 punto) Determine la ecuacion del plano determinado por el punto P: (2,1, 2) ylarecta
r:(1,0,0)+t(-1,1,1).

b) (0,5 puntos) Dados los vectoresu=(1,2,0)yv =(2, 1, -3), determine el area del triangulo que tiene por
lados esos dos vectores.

a) Hallaremos el haz de planos que determina la recta y escogeremos el que pasa por el punto P

x—1 x+y—1=0
=y=z-{"_1 :y_>x_1=_y—>{ y}—}z=0 — Haz deplanos »x+y—1+aly—2)=0-
y=z

x—1
-1

ConteniendoaP -2 +1-14+a(1-2)=0-2—-a=0->a=2->x+y—-1+2(y—2)=0
->x+y—14+2y—-2z=0-

T=x+3y—2z—-1=0

b) El area del triangulo formado por los vectores es la mitad del moédulo del producto vectorial de ambos

Tk L .

A=ilixblotixi=|1 2 o|=-60+k—4k+3]=60+3]—4k - [ix 5 =62 +32+ (—4)?| =Vl > A =
2 1 -3

1 2

-v6lu

2



x—1
(x+1)2

3. Considere la funcion: f(x) =

a) (1,5 puntos) Determine las asintotas de la funcion, si existen.
b) (7 punto) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de esa funcion, si existen.

c) (1,5 puntos) Determine la integral ff f(x) dx

a)
+1=0 =-1 f(—l)—i—_—zﬁSinsoluci()nﬁDom (f)=Vx€R-—{-1}
xrL=ier= T=1+102 0 -
Asintota vertical » x = —1
Asintotas horizontales
li x—1 00  Utilizando LrHopital li 0
= —_— = = —_— — =U -
Y e G+ 1?2 o T w2+ 1)

Existe asintota horizontal ,y = 0, cuando x — oo

li x—1 —O00  Utilizando L'Hopital li 1 1 0
= = = = = = -
Y A G+ 1?2 o e 2(c+ 1) —oo

Existe asintota horizontal ,y = 0, cuando x - —
Asintotas oblicuas

x—1
f&) _ @+ Dz . x—1 © 1 1
m=lim—==—-= — = ]lim ——— = —=Iim =—=0
xow X 00 x—>oo X xoox(x+1)2 o xow(x+1)2+2x(x+1) o

No existe asintota oblicua cuando x — o

x—1
2 x—1 —o0 1 1
m = lim f() —him EHDZ =% _lim 0
x——00 xo- X xo—ox(x+1)2 —00 x-o-o(x+1)2+2x(x+1) oo

No existe asintota oblicua cuando x —» —o
b)

x+1D?-2x+1D)(x-1) (x+1)-2(x—-1) x+1-2x+2 —x+3 )
= = = b
G+ 1) G 1) G+ arr )
>0_){ —x+3>0->—x>-3-x<3
x+1)32>0->x+1>0->x>-1

f'lx) =




Continuacion del Problema 3 de la opcion B

— -1 3
x> -1 (-) (+) (+)
xX<3 (+) (+) (-)

Soluciones (-) (+) (-)

CrecimientoVx ER / —1 <x< 3

DecrecimientoVx ER / (X< -1)U (x> 3)

c)
x—1 A N B Alx+1)+ B A +1) + B 1
= = - — —
G+12 x+1 (x+D2  (x+1)2 * *
_){Six=—1—>A(—1+1)+B=—1—1
Derivando A = —1
{ B=-2 x—1 -1 -2
. — = +
Derivando A=—-1 (x+1)? x+1 (x+1)2

x—1 dy = f f dy = dt ) dt_ Int—2 1 p241 _
G+ 12T 7y 1 Gy 2® T ) ez T AT -
x—1 —In(x + 1) + 2 1k
(x+1)2 mx x+1
Fx-l d —[ InCx +1) + - ]3 [ In(3 +1) +3 ] [ In(1+1) + 2
LGz T[T ! ! 1+ 1
Xl 4tttz 1=mmi_tomi L
G ° nETp e A=y T TN T

4. La probabilidad de que una persona escriba un mensaje de Twitter sin faltas de ortografia es 0,75. Se sabe
ademas que una persona escribe a lo largo del dia 20 mensajes de Twitter.

A partir de esta informacion, responde a las siguientes cuestiones. NO es necesario finalizar los calculos en
ninguna de ellas, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando los nimeros que la definen.

a) (0,5 puntos) ¢ Cual es la probabilidad de que exactamente la mitad de los mensajes escritos en un dia, es
decir 10, no tengan faltas de ortografia?

b) (0,5 puntos) ¢ Cual es la probabilidad de que ningin mensaje de los 20 escritos en un dia tenga faltas de
ortografia?

c) (0,5 puntos) ¢ Cual es la probabilidad de que 18 o0 mas mensajes de los 20 escritos en un dia si tengan faltas
de ortografia?




Recordamos que si realizamos n veces (20) un experimento en el que podemos obtener éxito, F, con
probabilidad p ( p(F) = 0'75) y fracaso, FC, con probabilidad q (q=1—-p =1 - 075 = 0'25), diremos que
estamos ante una distribucién binomial de parametros n y p, y lo representaremos por B(n;p).

Es decir nuestra variable X sigue una binomial B(n;p) = B(20; 0°75).

En este caso la probabilidad de obtener k éxitos, que es su funcion de probabilidad, viene dada por:

20
mx=k)=005mnemovyouawm={k]07y075WQ

** (n sobre k) = (E] = (n)/(K!.(n - k)!I) con n! el factorial de “n”. En la calculadora “ n tecla nCr k “

a)

¢, Cual es la probabilidad de que exactamente la mitad de los mensajes escritos en un dia, es decir 10, no
tengan faltas de ortografia?
20!

20
En nuestro caso piden p(X = 10) = {10] .0’750.0’25"0 = To1101 -0’751-0’25"° =

= 2019181716151413121 10! -0’75"°-0’25"% = 184756-0°75'°-0°25"° = 0°009922753.

10-9-8:7-6:5-4-3-2110!
b)
¢, Cual es la probabilidad de que ningin mensaje de los 20 escritos en un dia tenga faltas de ortografia?
20 !
En nuestro caso piden p(X = 20) = (20] .0'75%0-0°25% = % -0’75%°-0°25° = 1-0°75%°-1 = 0°003171212.
c)

¢ Cual es la probabilidad de que 18 o mas mensajes de los 20 escritos en un dia si tengan faltas de ortografia?
En nuestro caso piden p(X > 18) = p(X =18) + p(X=19) + p(X =20) =

20 20 20 !

=22 .o750.0252+ | 2| 075000251 + | 2 | -07520.00250 = 22 r7510.02510 =
18 19 20 10110!

= 2019181 g75me. 0252 + 2219 gr7510.00251 4 20 g7520. 00250 =
18121 1911 20101

= 190-0°75"8-0°252 + 20-0°75"°-0°25" + 1-0°752°-0°25° = 0°09126.



